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Réwnanie z jedng niewiadoma

Wielomian jednej zmiennej to wyrazenie postaci

1

P(x) = apx" + ap_1x"" "+ -+ 4+ a1x + ao,

gdzie wspotczynniki ag, a1, .. ., an s§ elementami pierscienia (np.
Z) lub ciata (np. Q, R, C) wspélczynnikow.
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Réwnanie z jedng niewiadoma

Wielomian jednej zmiennej to wyrazenie postaci

1

P(x) = apx" + ap_1x"" "+ -+ 4+ a1x + ao,

gdzie wspotczynniki ag, a1, .. ., an s§ elementami pierscienia (np.
Z) lub ciata (np. Q, R, C) wspélczynnikow.

W teorii liczb czesto mamy do czynienia z wielomianami o
wspolczynnikach z pierScienia lub ciata Z/n reszt z dzielenia
przez n.
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Réwnanie z jedng niewiadoma

Wielomian jednej zmiennej to wyrazenie postaci

1

P(x) = apx" + ap_1x"" "+ -+ 4+ a1x + ao,

gdzie wspotczynniki ag, a1, . . ., an s3 elementami pierscienia (np.
Z) lub ciata (np. Q, R, C) wspélczynnikow.

W teorii liczb czesto mamy do czynienia z wielomianami o
wspolczynnikach z pierScienia lub ciata Z/n reszt z dzielenia
przez n.

Uwaga. Wtedy wielomian i funkcja wielomianowa nie sg tym
samym, np. wielomiany z i z* dajg te same funkgje
wielomianowe dla ciala wspétczynnikéw Z/3 ale sa réznymi
wielomianami (bo majg ré6zne wspoétczynniki).
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Réwnanie z jedng niewiadoma

Wielomian jednej zmiennej to wyrazenie postaci

P(x) = apx" + ap_1x" !

+ e arx + ao,
gdzie wspotczynniki ag, a1, . . ., an s3 elementami pierscienia (np.
Z) lub ciata (np. Q, R, C) wspélczynnikow.

W teorii liczb czesto mamy do czynienia z wielomianami o
wspolczynnikach z pierScienia lub ciata Z/n reszt z dzielenia
przez n.

Uwaga. Wtedy wielomian i funkcja wielomianowa nie sg tym
samym, np. wielomiany z i z* dajg te same funkgje
wielomianowe dla ciala wspétczynnikéw Z/3 ale sa réznymi
wielomianami (bo majg ré6zne wspoétczynniki).

Jedli a, # 0, to liczbe n nazywamy stopniem deg P wielomianu,
wspoélczynnik a, nazywa sie wtedy (wspétczynnikiem
wiodgcym), natomiast ag — wspétczynnikiem inicjujgcym. Jesli

ap = 1 to P(x) nazywammy wielomianem unormowanym
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Réwnania wielomianowe

Réwnania postaci P(x) = 0. Znajdowanie rozwigzan
wymiernych (catkowitych) réwnan wielomianowych jednej
zmiennej o wspoétczynnikach wymiernych (catkowitych) jest
fatwe. Jedli a,, ..., an € Z, a liczba wymierna g jest
pierwiastkiem réwnania, (p,q) =1, to a | p,an | q.
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Réwnania wielomianowe

Réwnania postaci P(x) = 0. Znajdowanie rozwigzan
wymiernych (catkowitych) réwnan wielomianowych jednej
zmiennej o wspoétczynnikach wymiernych (catkowitych) jest
fatwe. Jedli a,, ..., an € Z, a liczba wymierna g jest
pierwiastkiem réwnania, (p,q) =1, to a | p,an | q.
Réwnanie liniowe: Bardzo proste. Ale jesli rozwigzujemy w
zbiorze reszt modulo n (czyli rozwigzujemy kongruencje
liniowe), to wypisanie tabliczki dzielenia moze by¢ klopotliwe.
Kongruencja

ax=b (mod n)

ma rozwigzanie wtedy i tylko wtedy gdy (a, n) | b.
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Réwnania wielomianowe

Réwnania postaci P(x) = 0. Znajdowanie rozwigzan
wymiernych (catkowitych) réwnan wielomianowych jednej
zmiennej o wspoétczynnikach wymiernych (catkowitych) jest
fatwe. Jedli a,, ..., an € Z, a liczba wymierna g jest
pierwiastkiem réwnania, (p,q) =1, to a | p,an | q.
Réwnanie liniowe: Bardzo proste. Ale jesli rozwigzujemy w
zbiorze reszt modulo n (czyli rozwigzujemy kongruencje
liniowe), to wypisanie tabliczki dzielenia moze by¢ klopotliwe.
Kongruencja

ax=b (mod n)

ma rozwigzanie wtedy i tylko wtedy gdy (a, n) | b. Istniejg
wtedy liczby catkowite k, / takie, ze (a, n) = ka + In. Stad
ak = (a,n) (mod n), jesli ponadto b = d(a, n), to a(kd) = b
(mod n).
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Réwanie kwadratowe

Potrafili je rozwigza¢ starozytni hinduscy i greccy
matematycy. W starozytnym Babilonie rozwigzywano uktad
réwnan x + y = p,xy = q geometrycznie, konstrukcja
sprowadzata sie do

utworzenia %3,

utworzenia ( ; )
utworzenia (%) — Xy,

. _X=y
A utworzenia \/( ) —Xy ==,

wyznaczenia x i y
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Francgois Viete (1540-1603)

Jako pierwszy podat algebraiczng formu-
E te na rozwigzanie rownania kwadratowe-
go. Wprowadzit literowe oznaczenia sta-
tych w réwnaniach.Podat zalezno$ci mie-
{ dzy pierwiastkami réwnania kwadrato-
wego (zw. wzorami Viete’a)
' X1+X2:—§,X1X2:§-
Wzory Viete’a zostaly uogélnione na
réwnania dowolnego stopnia.
: ) Z .X,'l...Xik:(—l)ka';i;k
n<n<-<lk
Aby rozwiagzaé¢ réwnanie kwadratowe w danym zbiorze,
musimy umieé znalez¢ pierwiastek kwadratowy z wyréznika.
W zbiorze liczb rzeczywistych nie zawsze jest to wykonalne,
dlatego wlasciwsze do rozwigzywania réwnan sg liczby
zespolone.
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Kongruencje kwadratowe

Przy rozwigzywaniu kongruencji kwadratowych, musimy
roztrzygnaé, czy dana liczba jest reszta czy niereszta
kwadratowg modulo n. Dla liczby pierwszej p potowa (p — 1)
reszt modulo p jest resztag kwadratowa, a polowa — niereszta.
Stuzy do tego symbol Legendre’a (Jacobiego).

n\ _—

(5) =1 gdy n jest resztag kwadratowa (mod n)
(%) = —1 gdy n jest nieresztg kwadratowa (mod n)
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Kongruencje kwadratowe

Przy rozwigzywaniu kongruencji kwadratowych, musimy
roztrzygnaé, czy dana liczba jest reszta czy niereszta
kwadratowg modulo n. Dla liczby pierwszej p potowa (p — 1)
reszt modulo p jest resztag kwadratowa, a polowa — niereszta.
Stuzy do tego symbol Legendre’a (Jacobiego).

(”) =1 gdy n jest resztag kwadratowa (mod n)

= —1 gdy n jest nieresztg kwadratowa (mod n)
)= (%) (&) =) (2)

)_1 < n=1 (mod 4)

=1 < n=1 (mod8)lub n=7 (mod 8)
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Kongruencje kwadratowe

Przy rozwigzywaniu kongruencji kwadratowych, musimy
roztrzygnaé, czy dana liczba jest reszta czy niereszta
kwadratowg modulo n. Dla liczby pierwszej p potowa (p — 1)
reszt modulo p jest resztag kwadratowa, a polowa — niereszta.
Stuzy do tego symbol Legendre’a (Jacobiego).

(g) =1 gdy n jest resztag kwadratowa (mod n)
= —1 gdy n jest nieresztg kwadratowa (mod n)
(2)=(2)(8). (&%) =@ (2)

1) =1 < n=1 (mod 4)

P
L TS

I3

(%) =1 < n=1 (mod8)lub n=7 (mod 8)
Do jego wyznaczania mozna wykorzysta¢ prawo wzajemnosci

Gaussa.
(n—1)(m—1)

() = (e )
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wzory Cardana

Wzér Cardano dla réwnan trzeciego stopnia
(najprawdopodobniej otrzymal od Tartaglii)

Gerolamo Cardano (1501- Niccolé Tartaglia (1499-

1576) 1557)
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wzory Cardana

Wzér Cardano dla réwnan trzeciego stopnia
(najprawdopodobniej otrzymat od Tartaglii)

Gerolamo Cardano (1501- Niccolé Tartaglia (1499-
1576) 1557)
Cardano (inaczej Cardan), skonstruowat przegub Cardana

stosowany w wale Cardana (obecnie stosowany w
motocyklach)
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Wzory Cardana

Rozwigzujac réwnanie ax® + bx? + cx + d = 0, dokonujemy
najpierw podstawienie y = x + §, pozbywajac sig
wspotczynnika przy x?. Podobnie w réwnaiu stopnia n
mozemy sie pozby¢ wspétczynnika przy x" L.
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Wzory Cardana

Rozwigzujac réwnanie ax® + bx? + cx + d = 0, dokonujemy
najpierw podstawienie y = x + §, pozbywajac sig
wspotczynnika przy x?. Podobnie w réwnaiu stopnia n
mozemy sie pozby¢ wspélczynnika przy x"~!. Rozwazamy
rOwanie

x3+px+qg=0.

Przyjmujac x = u — %, zauwazamy, ze dla 3\ = p otrzymamy

réwnanie kwadratowe od u?, oznaczajac u® = z mamy

3
2 p
+qgz——==0
z qz 57

Powyzsze rébwnanie nazywamy rownaniem rozwigzujgcym, a
. P . 2 3 P . . 2z . .
jego wyréznik A = % + 5 wyréznikiem réwnania stopnia 3.
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Wzory Cardana

Roéwnanie stopnia 3 ma pierwiastek wielokrotny (podwdjny,
potréjny) wtedy i tylko wtedy gdy A = 0.

Réwnanie ma trzy pierwiastki rzeczywiste (liczone z
krotno$ciami) wtedy i tylko wtedy gdy A < 0.
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Wzory Cardana

Roéwnanie stopnia 3 ma pierwiastek wielokrotny (podwdjny,
potréjny) wtedy i tylko wtedy gdy A = 0.

Réwnanie ma trzy pierwiastki rzeczywiste (liczone z
krotnodciami) wtedy i tylko wtedy gdy A < 0.

Rozwigzanie réwnania stopnia 3 sprowadza si¢ do
rozwigzania réwnania kwadratowego, oraz wyznaczenia
pierwiastka stopnia 3. Operacje te sa dla liczb zespolonych
zawsze wykonalne.
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Wzory Cardana

Roéwnanie stopnia 3 ma pierwiastek wielokrotny (podwdjny,
potréjny) wtedy i tylko wtedy gdy A = 0.

Réwnanie ma trzy pierwiastki rzeczywiste (liczone z
krotnodciami) wtedy i tylko wtedy gdy A < 0.

Rozwigzanie réwnania stopnia 3 sprowadza si¢ do
rozwigzania réwnania kwadratowego, oraz wyznaczenia
pierwiastka stopnia 3. Operacje te sa dla liczb zespolonych
zawsze wykonalne. Jednak w przypadku réwnania stopnia 3
o wspotczynnikach rzeczywistych z A < 0 do wyznaczenia
pierwiastkéw réwnania konieczne moze by¢ wyznaczanie
pierwiastkéw stopnia 3 liczb zespolonych. Jest to tzw.
przypadek nieprzywiedlny (casus irreducibilis)
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Wzory Ferrariego

Lodovico Ferrari (1522-1565)

Wz6r Ferrariego dla réwnan czwartego stopnia réwniez zostat
opublikowany (ukradziony) przez Cardano w “Ars Magna”
Rozwigzujemy réwnanie postaci

x*+p®+qx+r=0.
Przeksztalcamy dla dowolnego v do postaci
x“—i—uxz—i-"f2 :(u—p)x2—qx+(”72—r).

Nastepnie dobieramy v tak aby prawa strona byla kwadratem,
zachodzi to gdy

@ —4(u—p)(§ — 1) =0
czyli

ud — pu® — 4ru+ (4pr — g*) = 0.

Jest to tzw. réwnanie rozwigzujace.
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Wzory Ferrariego

Réwnanie rozwigzujace jest stopnia 3, mozemy je wiec
rozwigzaé korzystajac ze zworéw Cardana.
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Wzory Ferrariego

Réwnanie rozwigzujace jest stopnia 3, mozemy je wiec
rozwigzaé korzystajac ze zworéw Cardana.Znajomos¢
pierwiastka u; réwnania rozwigzujgcego pozwala nam
zredukowa¢ réwnanie stopnia cztery do dwdéch réwnan
kwadratowych

x2+%=m(x—ﬁ)

2
A g = V= P - )
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Wzory Ferrariego

Réwnanie rozwigzujace jest stopnia 3, mozemy je wiec
rozwigzaé korzystajac ze zworéw Cardana.Znajomos¢
pierwiastka u; réwnania rozwigzujgcego pozwala nam
zredukowa¢ réwnanie stopnia cztery do dwdéch réwnan
kwadratowych

2 up _ q
X+ 8 =V = p(x = 5)
X+u1_ —\/u —p (X—?)
Zauwazmy, ze liczby uq, uo, u3 sg réwne
X1X2 + X3X4, X1X3 + XoXa, X1 X4 + X2X3,

te ostatnie wyrazenia sg niezmiennicze (jako zbiér trzech
liczb) ze wzgledu na na permutacje zbioru {1, 2,3, 4}.
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Twierdzenie Bezoute’a

Etienne Bézout (1730—1783)

. Reszta z dzielenia wielomianu P(x) przez dwu-
mian x — a jest rowna P(a).

Inna postac:

liczba a jest pierwiastkie wielomianu P(x) wtedy
i tylko wtedy gdy (x) dzieli sig bez reszty przez
(x — a).

Znajomo$¢ jednego pierwiastka réwnania
stopnia n, pozwala nam zredukowac¢ to réw-
nanie do réwnania stopnia n — 1.
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Twierdzenie Bezoute’a

Etienne Bézout (1730—1783)

L Reszta z dzielenia wielomianu P(x) przez dwu-
mian x — a jest rowna P(a).

Inna postac:

liczba a jest pierwiastkie wielomianu P(x) wtedy
i tylko wtedy gdy (x) dzieli sig bez reszty przez
- (x — a).

Znajomo$¢ jednego pierwiastka réwnania
stopnia n, pozwala nam zredukowac¢ to réw-
nanie do réwnania stopnia n — 1.

Pierwiastkami najwigkszego wspdlnego dzielnnika @
wielomianéw P(x) i P'(x) sa wielokrotne pierwiastki
wielomianu P ale z krotnosScig o jeden mniejsza, czyli
wielomian P/Q ma te same pierwiastki co P, ale wylacznie
krotnosci 1.
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Twierdzenie Bezoute’a

i Etienne Bézout (1730—1783)

L Reszta z dzielenia wielomianu P(x) przez dwu-
mian x — a jest rowna P(a).

Inna postac:

& liczba a jest pierwiastkie wielomianu P(x) wtedy
i tylko wtedy gdy (x) dzieli sig bez reszty przez
(x — a).

Znajomo$¢ jednego pierwiastka réwnania
stopnia n, pozwala nam zredukowac¢ to réw-
; nanie do réwnania stopnia n — 1.

Pierwiastkami najwigkszego wspdlnego dzielnnika @
wielomianéw P(x) i P'(x) sa wielokrotne pierwiastki
wielomianu P ale z krotnosScig o jeden mniejsza, czyli
wielomian P/Q ma te same pierwiastki co P, ale wylacznie
krotnosci 1. Korzystajgé z algorytmu euklidesa mozemy
sprowadzi¢ réwnanie, do réwnania o tych samych
pierwiastkach, ale wytacznie pojedynczych.
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Wielomiany parzyste, nieparzyste, symetryczne etc.

Réwnanie wielomianowe pochodzace od réwnania majacego
dodatkowe wlasnosci, mozna zredukowaé¢ do réGwnania
stopnia nizszego.

Wielomian parzysty: Jesli P(x) jest wielomianem parzystym
stopnia n, to mozna go zapisa¢ w postaci Q(x?), gdzie Q jest
wielomianem stopnia 7.
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Wielomiany parzyste, nieparzyste, symetryczne etc.

Réwnanie wielomianowe pochodzace od réwnania majacego
dodatkowe wlasnosci, mozna zredukowaé¢ do réGwnania
stopnia nizszego.

Wielomian parzysty: Jesli P(x) jest wielomianem parzystym
stopnia n, to mozna go zapisa¢ w postaci Q(x?), gdzie Q jest
wielomianem stopnia 7.

Wielomian nieparzysty: Jesli P(x) jest wielomianem
parzystym stopnia n, to mozna go zapisaé w postaci XQ(x?),

gdzie Q jest wielomianem stopnia “5.
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Wielomiany parzyste, nieparzyste, symetryczne etc.

Réwnanie wielomianowe pochodzace od réwnania majacego
dodatkowe wlasnosci, mozna zredukowaé¢ do réGwnania
stopnia nizszego.

Wielomian parzysty: Jesli P(x) jest wielomianem parzystym
stopnia n, to mozna go zapisa¢ w postaci Q(x?), gdzie Q jest
wielomianem stopnia 7.

Wielomian nieparzysty: Jesli P(x) jest wielomianem
parzystym stopnia n, to mozna go zapisaé w postaci XQ(x?),
gdzie Q jest wielomianem stopnia “5*.

Wielomian symetryczny: jest to taki wielomian, ze ax = ap—_,
czyli P(x) = P(1)x". Wielomian symetryczny stopnia
parzystego mozna zapisa¢ w postaci P(x) = Q(x + %)x”/ 2,
gdzie Q jest wielomianem stopnia 7, natomiast wielomian
symetryczny stopnia nieparzystego mozna zapisa¢ w postaci
P(x) = (x — 1)Q(x + 1)x""1/2, gdzie Q jest wielomianem
stopnia "%1
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Zasadnicze Twierdzenie Algebry

Johann Carl Friedrich Gauss (1777—
1855).

Dowolny wielomian (dodatniego stopnia) o
wspdtczynnikach zespolonych, ma pierwia-
stek zespolony.

Inna postac:

Wielomian o wspétczynnikach zespolonych
stopnia n ma dokladnie n pierwiastkéw ze-

W8 spolonych liczonych z krotnodciami.
zasadniczego twierdzenia algebry wynika, Zze dowolny

wielomian o wspélczynnikach zespolonych rozktada si¢ na
iloczyn wielomianéw liniowych, natomiast wielomian o
wspoélczynnikach rzeczywistych, na iloczyn wielomianéw
liniowych i kwadratowych (o ujemnym wyrézniku).
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Cigg Sturma

Charles Sturm (1803-1855)

Podat metode znajdowania liczby pier-
wiastkow rzeczywistych réwnania wie-
lomianowego znajdujacych sie¢ w danym
przedziale.
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Cigg Sturma

Charles Sturm (1803-1855)

IE Podal metode znajdowania liczby pier-
v L wiastkéw rzeczywistych réwnania wie-
: lomianowego znajdujacych sie¢ w danym
przedziale.

Przyjmujemy fy = P,f; = P’ i definiuje-
my indukcyjnie f,;2 jako przeciwny do
reszty z dzielenia f, przez f,i:.
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Cigg Sturma

Charles Sturm (1803-1855)

IE Podal metode znajdowania liczby pier-
"4 wiastkéw rzeczywistych réwnania wie-
: lomianowego znajdujacych sie¢ w danym
przedziale.

Przyjmujemy fy = P,f; = P’ i definiuje-
my indukcyjnie f,;2 jako przeciwny do
reszty z dzielenia f, przez f,i:.

Nastepnie liczymy liczbe zmian znaku w ciggu f; na koricu i
na poczatku przedziatu. Réznica jest liczbg pierwiastkéw w
przedziale.
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Cigg Sturma

Charles Sturm (1803-1855)

IE Podal metode znajdowania liczby pier-
"4 wiastkéw rzeczywistych réwnania wie-
lomianowego znajdujacych sie¢ w danym
przedziale.

Przyjmujemy fy = P,f; = P’ i definiuje-
my indukcyjnie f,;2 jako przeciwny do
reszty z dzielenia f, przez f, 1.

7l
Nastepnie liczymy liczbe zmian znaku w ciggu f; na koricu i
na poczatku przedziatu. Réznica jest liczbg pierwiastkéw w
przedziale.

Przyktad:
— 2 ; 42 7
P = x* — x — 2, cigg Sturma ma posta¢ x= — x —2,2x — 1, .
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Cigg Sturma

Charles Sturm (1803-1855)

IE Podal metode znajdowania liczby pier-
"4 wiastkéw rzeczywistych réwnania wie-
: lomianowego znajdujacych sie¢ w danym
przedziale.

Przyjmujemy fy = P,f; = P’ i definiuje-
my indukcyjnie f,;2 jako przeciwny do
reszty z dzielenia f, przez f, 1.

Nastepnie liczymy liczbe zmian znaku w ciggu f; na koricu i
na poczatku przedziatu. Réznica jest liczbg pierwiastkéw w
przedziale.

Przyktad:

P=x?>-x-2, cigg Sturma ma postac x> —x—2,2x—1, %.
Znaki: (+ —+)dlax < -1, (——+) dlax e (-1,1/2), (—++)
dla x € (1/2,2) oraz (++ +) dla x > 2,
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Roéwnania stopnia pigtego i wyzszego

Niels Henrik Abel (1802—1829)  Evariste Galois (1811—1832).
Nie istnieja wzory na rozwigzania réwnan piatego i
wyzszych stopni: Twierdzenie Abela—Rufinniego (dowiddt
Abel w 1821 roku)
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