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John Pell

ur. 1 marca 1611 w Southwick, Sussex, Anglia

zm. 12 grudnia 1685 w Londynie.

Matematyk oraz astronom brytyjski, podobno giéwny (wspot-)autor ksigzki
Johanna Heinricha Rahna “Algebra”, ktora zrewolucjonizowata symbolike
algebraiczng. W ksigzce tej znajduje si¢ przyktad réwnania postaci

2 —dy® =1,

by¢ moze dlatego Euler nazwat to rownanie rownaniem Pella.
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John Pell

ur. 1 marca 1611 w Southwick, Sussex, Anglia

zm. 12 grudnia 1685 w Londynie.

Matematyk oraz astronom brytyjski, podobno giéwny (wspot-)autor ksigzki
Johanna Heinricha Rahna “Algebra”, ktora zrewolucjonizowata symbolike
algebraiczng. W ksigzce tej znajduje si¢ przyktad réwnania postaci

2 —dy® =1,
by¢ moze dlatego Euler nazwat to rownanie réwnaniem Pella.
Prehistoria rownania
Brahmagupta: 598 Ujjain, Indie(?) — 670 Indie
Bhaskara: 1114 Vijayapura, Indie — 1185 Ujjain, Indie



Historia

Pierre de Fermat (17 sierpnia 1601, Beaumont-de-Lomagne, Francja —
12 stycznia 1665 Castres, Francja) w liScie do matematykow angielskich z
roku 1656 zaproponowat nastepujacy problem:

pokazaé, ze dla dowolnej liczby naturalnej d nie bedacej kwadratem row-
nanie x° — dy® = 1 ma nieskoriczenie wiele rozwiazafi w liczbach catko-
witych.
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Historia

Pierre de Fermat (17 sierpnia 1601, Beaumont-de-Lomagne, Francja —
12 stycznia 1665 Castres, Francja) w liScie do matematykow angielskich z
roku 1656 zaproponowat nastepujacy problem:

pokazaé, ze dla dowolnej liczby naturalnej d nie bedacej kwadratem row-
nanie x° — dy® = 1 ma nieskoriczenie wiele rozwiazafi w liczbach catko-
witych. Przyktady

e d = 61, rozwigzaniem jest np. x = 1'766'319'049, y = 226"153'980,

o d = 109, rozwigzaniem jest np. = 158'070'671'986'249,
y = 15'140'424'455'100.



Historia

Pierre de Fermat (17 sierpnia 1601, Beaumont-de-Lomagne, Francja —
12 stycznia 1665 Castres, Francja) w liScie do matematykow angielskich z
roku 1656 zaproponowat nastepujacy problem:

pokazaé, ze dla dowolnej liczby naturalnej d nie bedacej kwadratem row-
nanie x° — dy® = 1 ma nieskoriczenie wiele rozwiazafi w liczbach catko-
witych. Przyktady

e d = 61, rozwigzaniem jest np. x = 1'766'319'049, y = 226"153'980,

o d = 109, rozwigzaniem jest np. = 158'070'671'986'249,
y = 15'140'424'455'100.

Fermat nie dodat w liScie, ze sa to najmniejsze rozwigzania dodatnie
powyzszych rownan, oraz, ze liczby 61 i 109 wybrane sa nieprzypadkowo.
Fermat musial zna¢ metod¢ rozwigzywania.



Réwnaniem Pella zayjmowali si¢ wybitni matematycy angielscy XVII wieku:
William Brouncker (1620 Castle Lyons, Irlandia — 5 kwietnia 1684
Oxford, Anglia)

John Wallis (23 listopada 1616, Ashford, Kent, Anglia — 28 paZdziernika
1703 Oxford, Anglia)

podali oni metode rozwigzania rownania Pella opartg na metodzie utamkow
tancuchowych.
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Dopiero Joseph-Louis Lagrange (25 stycznia 1736 w Turynie, (obecnie)
Wtochy — 10 kwietnia 1813 Paryz, Francja) udowodnit (1768), ze metoda
ta pozwala na wyznaczenie wszystkich rozwigzan réwnania Pella.



Réwnaniem Pella zayjmowali si¢ wybitni matematycy angielscy XVII wieku:
William Brouncker (1620 Castle Lyons, Irlandia — 5 kwietnia 1684
Oxford, Anglia)

John Wallis (23 listopada 1616, Ashford, Kent, Anglia — 28 paZdziernika
1703 Oxford, Anglia)

podali oni metode rozwigzania rownania Pella opartg na metodzie utamkow
tancuchowych.

Dopiero Joseph-Louis Lagrange (25 stycznia 1736 w Turynie, (obecnie)
Wtochy — 10 kwietnia 1813 Paryz, Francja) udowodnit (1768), ze metoda
ta pozwala na wyznaczenie wszystkich rozwigzan réwnania Pella.
Johann Peter Gustav Lejeune Dirichlet (13 lutego 1805, Diiren, (obec-
nie) Niemcy — 5 maja 1859, Gottingen, (obecnie) Niemcy) podal w 1842
roku bardzo prosty dowdd istnienia rozwigzania rownania Pella.
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Przyktad. d = 3. Latwo zauwazy¢, ze (2, 1) jest najmniejszym rozwig-
zaniem. Przez indukcje sprawdzamy, ze cigg zadany rekurencyjnie
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zawiera wszystkie rozwigzania dodatnie rOwnania.



Rozwigzania rownania Pella

(1,4£0) jest zawsze rozwigzaniem stad wszystkie rozwigzania wymierne

sg postaci
dt>+1 2t
di2—1de2 -1/

jesli (z, y) jest rozwigzaniem to (4, +¥) sa réwniez rozwigzaniami, wiec
wystarczy wyznaczy¢ wszystkie rozwigzania dodatnie

Przyktad. d = 3. Latwo zauwazy¢, ze (2, 1) jest najmniejszym rozwig-
zaniem. Przez indukcje sprawdzamy, ze cigg zadany rekurencyjnie

T = 2, Yy = 1,
LTny1 — an =+ 3yn7 Ynt1 = Ty T 2yn

zawiera wszystkie rozwigzania dodatnie rownania. Fatwo nastgpnie wyli-

czyC, ze T, = % (24 V3)"+ (2= V/3)").
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nie dodatnie (a,b). Wszystkie pozostate rozwiagzania dodatnie sg wtedy
zadane przez ciag rekurencyjny

T =a, Yy =b,
Tpt1 = ALy + bdyna Yn1 — 08 A AYn

Mamy ponadto,

((a +v/d)" + (a — b\/a)") |

DO | —



Podobnie dla dowolnego d wystarczy wyznaczy¢ najmniejsze rozwigza-
nie dodatnie (a,b). Wszystkie pozostate rozwiagzania dodatnie sg wtedy
zadane przez ciag rekurencyjny

T =a, Yy =b,
Tpt1 = ALy + bdyna Yn1 — 08 A AYn

Mamy ponadto,

1
T =5 ((a + VA" + (a — b\/a)n) |
Wynika to stad, ze zbiér Z[v/d] liczb postaci & + y+/d jest pierScieniem,
a funkcja N (2 +yv/d) = 2> — dy? jest multyplikatywna. Réwnanie Pella
jest teraz réwnowazne réwnaniu N (u) = 1. Ponadto, element u € Z[\/a]
jest jednoScia, wtedy i tylko wtedy gdy N (u) = +1.



Twierdzenie 1. Rownanie Pella

P —dy* =1

posiada rozwigzanie dodatnie (x, ).




Twierdzenie 1. Rownanie Pella
v’ —dy* =1

posiada rozwigzanie dodatnie (x,y).

Lemat 1. Dla dowolnej liczby naturalnej m istniejq liczby naturalne x i y

takie, ze Yy < m oraz
1
|z — yVd| < —.
m

Lemat 2. Dla dowolnej liczby naturalnej m istniejq liczby naturalne x iy
takie, Ze

0 <, £< oraz 1 <|z* —dy?| < 3d.

Lemat 3. Istnieje liczba naturalna m spetaniajqca nastepujgce warunki
1.1<l| <3d,

2. réwnanie x*> — dy* = | ma wiecej niz 9d* rozwigzan w liczbach natu-
ralnych x, .



Metoda wyznaczania rozwigzan rOwnania Pella opiera si¢ na spostrzezeniu,
ze jesli (z,y) jest dowolnym rozwigzaniem to  jest najlepszym przybli-
Zeniem liczby V/d, a zatem mozna wyznaczyC je przy pomocy rozwiniecia
liczby v/d w utamek taricuchowy.



Metoda wyznaczania rozwigzan rOwnania Pella opiera si¢ na spostrzezeniu,
ze jesli (z,y) jest dowolnym rozwigzaniem to  jest najlepszym przybli-

Zeniem liczby V/d, a zatem mozna wyznaczyC je przy pomocy rozwiniecia
liczby v/d w utamek taricuchowy.
Ulamkiem tahicuchowym [ag; ay, ..., a,] o wyrazach ag;ay, ..., a, na-

zywamy liczbe
1
ap +
ap + a2+--1-—|-L

Kazda liczbe wymierng mozna zapisa¢ na doktadnie dwa sposoby w po-
staci ulamka taiicuchowego o wyrazach naturalnych (> 0), kazdg liczbe
niewymierng mozna zapisaC w jedyny sposob w postaci nieskoficzonego
utamka taficuchowego o wyrazach naturalnych. Jesli a = [ag; aq, . . .| jest
rozwini¢ciem liczby niewymiernej <, to najlepszymi przyblizeniami liczby
« sg redukty [ag; ay, .. ., a,| utamka taicuchowego.



Przyktad Rozwinigcie liczby V2 w utamek fancuchowy

V2=1+(v2-1)

1
\/5_1:\/§+1:2+(\/§—1)

A wiec vV2=11:2,2,2,...] = [1:(2)].
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Przyktad Rozwinigcie liczby V2 w utamek fancuchowy

V2=1+(v2-1)
1
=V2+1=2+(V2-1
o1 ( )
A wiec V2 =11:2,2,2,...] = [1;:(2)]. Liczymy kolejne redukty

3 7 17 44
1.2 =2 11:2,2] = £, [1:2,2,2] = —, [1:2,2,2,2] = —,
2 00 D 12 29

1:2,2,2,2,2] = —
70

Sprawdzamy, ze rozwigzaniami rOwnania Pella sga nastepujace pary
(3,2), (17,12), (99,70),

natomiast nie sg pary (7,5), (44, 29).



Dla d=3 otrzymujemy w podobny sposéb  rozwiniecie

V3=[1,1,2,1,2,...] = [1,(1,2)],
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Dla d=3 otrzymujemy w podobny sposéb  rozwiniecie
V3 =11;1,2,1,2,...] = [1;(1,2)],a wiec kolejnymi reduktami sg liczby
2 D 7 19
1] ==, [1;1,2] ==, [1;1,2,1]] =~ [1;1,2,1,2] = —,
1 3 4 11

26
1;1,2,1,2,1] = =
15

) J

Sprawdzamy, ze rozwigzaniami  rownania  Pella sg  pary

(2,1), (7,4), (26,15) a nie s (5,3), (19,11).



Dla d=3 otrzymujemy w podobny sposéb  rozwiniecie

V3 =11;1,2,1,2,...] = [1;(1,2)],a wiec kolejnymi reduktami sg liczby
2 D 7 19
1] ==, [1;1,2] ==, [1;1,2,1]] =~ [1;1,2,1,2] = —,
1 3 4 11
26
11;1,2,1,2,)1] = —
15
Sprawdzamy, ze rozwigzaniami  rownania  Pella sg  pary

(2,1), (7,4), (26,15) a nie sg (5,3), (19,11).
Podobne obliczenia dla d = 61 jest juz jednak trudno przeprowadzi¢ w
praktyce. Rozwiniecie w utamek tancuchowy ma postac

\/a — [77 (17 47 37 17 27 27 17 37 47 17 ]‘4)]7



Dla d=3 otrzymujemy w podobny sposéb  rozwiniecie

V3 =1[1;1,2,1,2,...] = [1; (1, 2)],a wiec kolejnymi reduktami sa liczby
2 D 7 19
1] ==, [1;1,2] ==, [1;1,2,1]] =~ [1;1,2,1,2] = —,
1 3 4 11
26
11;1,2,1,2,)1] = —
15
Sprawdzamy, ze rozwigzaniami  rownania  Pella sg  pary

(2,1), (7,4), (26,15) a nie sg (5,3), (19,11).
Podobne obliczenia dla d = 61 jest juz jednak trudno przeprowadzi¢ w
praktyce. Rozwiniecie w utamek tancuchowy ma postac

V61 = [7;(1,4,3,1,2,2,1,3,4,1,14)],
a najmniejsze rozwigzanie pochodzi od reduktu
ay = [7;1,4,3,1,2,2,1,3,4,1,14,1,4,3,1,2,2,1,3,4,1]

1 jest rowne

(1'766'319'049, 226'153'980).



Aby w praktyce rozwigzywaé rownanie Pella musimy wiedzie¢, ktore re-
dukty nalezy wybieraC. Informacje te sa zawarte w nastepujacych faktach
Rozwiniecie liczby Vd w utamek taricuchowy jest okresowe, to znaczy ist-
nieje liczba naturalna n taka, Ze \/E = [CLO; (al, e an)], coyli (A = a;
dla dowolnego naturalnego 1).
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wyzszy warunek przez N. Wtedy

Twierdzenie 2. Dodatnie rozwiqzania rownania Pella sq postaci
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gdzie
pi
— = [ao,al, c e 7CLZ'}.

qi



Aby w praktyce rozwigzywaé rownanie Pella musimy wiedzie¢, ktore re-
dukty nalezy wybieraC. Informacje te sa zawarte w nastepujacych faktach
Rozwiniecie liczby Vd w utamek taricuchowy jest okresowe, to znaczy ist-
nieje liczba naturalna n taka, Ze \/E = [CLO; (al, e an)], coyli (A = a;
dla dowolnego naturalnego 1). Oznaczmy najmiejszg liczbe spetniajaca po-
wyzszy warunek przez N. Wtedy

Twierdzenie 2. Dodatnie rozwiqzania rownania Pella sq postaci

L = PrN-1,L = PrN-1 dla N parzystego
T = PoN_1,T = ParN—_1 dla N nieparzystego,
gdzie
pi
— = [ao,al, c e 7CLZ'}.

qi



