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Przykiady

W. Sierpiniski, 250 zadari z elementarnej teorii liczb, Biblioteczka
Matematyczna 17.
Zadanie 3. Pokazaé, ze jezeli 7| a2 + b2 to 7| ai 7| b.
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W. Sierpiniski, 250 zadari z elementarnej teorii liczb, Biblioteczka
Matematyczna 17.

Zadanie 3. Pokazaé, ze jezeli 7| a2 + b2 to 7| ai 7| b.
Rozwiazanie (z ksigzki:) Kwadrat liczby niepodzielnej przez 7
daje reszte z dzielenia przez 7 réwna 1, 2, 4. Suma takich
dwéch kwadratéw daje wiec 2, 3, 4, 5, 6 czyli liczbe
niepodzielng przez 7.
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Przykiady

W. Sierpiniski, 250 zadari z elementarnej teorii liczb, Biblioteczka
Matematyczna 17.

Zadanie 3. Pokazaé, ze jezeli 7| a2 + b2 to 7| ai 7| b.
Rozwiazanie (z ksigzki:) Kwadrat liczby niepodzielnej przez 7
daje reszte z dzielenia przez 7 réwna 1, 2, 4. Suma takich
dwéch kwadratéw daje wiec 2, 3, 4, 5, 6 czyli liczbe
niepodzielng przez 7.

0[1|{2|3|4|5|6
0|0(1]|4|12]|2|4]1
1(112]5]3]|3]|5]|2
2|4|5|1|6|6|1|5
312(3|6|4|4(6|3
4123|644 |/6|3
5/4|5|1|6|6|1|5
6(1{2]|5|3|3|5(2
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Dziatania na resztach

Reszta dodawania, odejmowania lub mnozenia w dzieleniu
przez dang liczbe n zalezy wylacznie od reszt z dzielenia
przez n sktadnikéw, odjemnej i djemnika lub czynnikéw.
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Dziatania na resztach

Reszta dodawania, odejmowania lub mnozenia w dzieleniu
przez dang liczbe n zalezy wylacznie od reszt z dzielenia
przez n sktadnikéw, odjemnej i djemnika lub czynnikéw.
Mozna méwié o dziataniach na resztach z dzielenia przez
liczbe n. Np. dla n=5

001|234 0j|0f1]|2|3|4
1/1(2134|0 110|1]2|3|4
2|12(3/4|0]1 21012413
3/3[4|0]1|2 310(3|114]2
414101123 410413 /2/|1
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Kongruencje

Moéwimy, Zze a przystaje do b modulo n, zapisujemy
a=b (mod n)

jesli a i b daja te sama reszte z dzielenia przez n.
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Kongruencje

Moéwimy, Zze a przystaje do b modulo n, zapisujemy
a=b (mod n)
jesli a i b daja te sama reszte z dzielenia przez n.

a=b (modn)en|a—b

Relacja przystawania ma nastepujace wiasnosci
Zwrotno$é: a = a (mod n),
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Kongruencje

Moéwimy, Zze a przystaje do b modulo n, zapisujemy
a=b (mod n)
jesli a i b daja te sama reszte z dzielenia przez n.

a=b (modn)en|a—b

Relacja przystawania ma nastepujace wiasnosci

Zwrotno$é: a = a (mod n),

Symetryczno$é: a= b (mod n) < b= a (mod n),
Przechodnio$¢: a= b (mod n), b= c (mod n) = a= ¢ (mod n)
Jest to relacja rownowaznosci.
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Dziatania na kongruencjach

Dodawanie: kongruencje mozna dodawa¢ stronami:
Jezeli

a=b (mod n)
c=d (mod n)

to
a+c=b+d (mod n).

Mnozenie: kongruencje mozna mnozy¢ stronami:
Jezeli

a=b (mod n)
c¢=d (mod n)

to
ac=bd (mod n).
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Przykiad

Twierdzenie M. Kraitchika: 13 | 270 4 370
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Przykiad

Twierdzenie M. Kraitchika: 13 | 270 4 370
Komputer:

270 4 370 — 2503155504994422192936289397389273 =
13 x 192550423461109399456637645953021
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Przykiad

Twierdzenie M. Kraitchika: 13 | 270 4 370
Komputer:

270 4 370 — 2503155504994422192936289397389273 =
13 x 192550423461109399456637645953021

Inaczej: 2° = —1 (mod 13) gdyz
26 —(-1)=64+1=65=5x13.
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Przykiad

Twierdzenie M. Kraitchika: 13 | 270 4 370
Komputer:

270 + 370 = 2503155504994422192936289397389273 =

13 x 192550423461109399456637645953021
Inaczej: 2° = —1 (mod 13) gdyz
26— (-1) =64 +1 = 65 = 5 x 13.Mnozac te kongruencje przez
siebie 11 razy otrzymujemy 2% = (—1)! (mod 13). Poniewaz
2% =16 = 3 (mod 13), wiec mnoza¢ te kongruencje przez
siebie stronami otrzymujemy 27° = —3 (mod 13).
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Przykiad

Twierdzenie M. Kraitchika: 13 | 270 4 370
Komputer:

270 4 370 — 2503155504994422192936289397389273 =
13 x 192550423461109399456637645953021

Inaczej: 2° = —1 (mod 13) gdyz

26— (-1) =64 +1 = 65 = 5 x 13.Mnozac te kongruencje przez
siebie 11 razy otrzymujemy 2% = (—1)! (mod 13). Poniewaz
2% =16 = 3 (mod 13), wiec mnoza¢ te kongruencje przez
siebie stronami otrzymujemy 27° = —3 (mod 13).

Podobnie 33 = 27 =1 (mod 13), wie¢ 3%° =1 (mod 13), a stad
30 =3 (mod 13).
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Przykiad

Twierdzenie M. Kraitchika: 13 | 270 4 370
Komputer:

270 4 370 — 2503155504994422192936289397389273 =
13 x 192550423461109399456637645953021

Inaczej: 2° = —1 (mod 13) gdyz
26— (-1) =64 +1 = 65 = 5 x 13.Mnozac te kongruencje przez
siebie 11 razy otrzymujemy 2% = (—1)! (mod 13). Poniewaz
2% =16 = 3 (mod 13), wiec mnoza¢ te kongruencje przez
siebie stronami otrzymujemy 27° = —3 (mod 13).
Podobnie 33 = 27 =1 (mod 13), wie¢ 3%° =1 (mod 13), a stad
30 =3 (mod 13).
Dodajac stronami dwie osttnie kongruencje otrzymujemy

20130 =0 (mod 13)
czyli

13270 437,



Dzielenie Kongruencji

Zauwazmy, ze 3 x 3=3 x5 (mod 6), ale 3 # 5 (mod 6).
Oznacza to, ze w zbiorze reszt modulo 6 nie ma sensu
dzielenie przez 3 (jest niejednoznaczne). Poza tym, iloczyn
liczby dajacej reszte 3 z dzielenia przez 6 przez dowolng
reszte daje reszte 0 lub 3.
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Dzielenie Kongruencji

Zauwazmy, ze 3 x 3=3 x5 (mod 6), ale 3 # 5 (mod 6).
Oznacza to, ze w zbiorze reszt modulo 6 nie ma sensu
dzielenie przez 3 (jest niejednoznaczne). Poza tym, iloczyn
liczby dajacej reszte 3 z dzielenia przez 6 przez dowolng
reszte daje reszte 0 lub 3. Dzieje si¢ tak dlatego, ze

6 | (5 — 3)3 = 6. Mozna jednoznacznie dzieli¢ wylgcznie przez
reszty, ktére sa wzglednie pierwsze z modutem 6, czyli przez
1i5 (przez 2, 3, 4 nie zawsze si¢ da, a jesli sie da to wynik
bedzie niejednoznaczny).
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Dzielenie Kongruencji

Zauwazmy, ze 3 x 3=3 x5 (mod 6), ale 3 # 5 (mod 6).
Oznacza to, ze w zbiorze reszt modulo 6 nie ma sensu
dzielenie przez 3 (jest niejednoznaczne). Poza tym, iloczyn
liczby dajacej reszte 3 z dzielenia przez 6 przez dowolng
reszte daje reszte 0 lub 3. Dzieje si¢ tak dlatego, ze

6 | (5 — 3)3 = 6. Mozna jednoznacznie dzieli¢ wylgcznie przez
reszty, ktére sa wzglednie pierwsze z modutem 6, czyli przez
1i5 (przez 2, 3, 4 nie zawsze si¢ da, a jesli sie da to wynik
bedzie niejednoznaczny).

Zbior reszt z dzielenia przez n oznacza sie Z,. W ziorze Z,
wykonalne sg dziatania dodawania i mnozenia, a jesli n jest
liczbg pierwsza, to rowniez dzielenia przez elementy rézne
od zera.
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ustawianie zolnierzykéw

Chtopiec bawi si¢ swoimi Zolnierzykami, jesli ustawia ich
czworkami, to zostaje mu trzech, a jesli tréjkami — to dwdch. Ilu
Zotnierzykow zostanie, gdy ustawi ich széstkami?
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ustawianie zolnierzykéw

Chtopiec bawi si¢ swoimi Zolnierzykami, jesli ustawia ich
czworkami, to zostaje mu trzech, a jesli tréjkami — to dwdch. Ilu
Zotnierzykow zostanie, gdy ustawi ich széstkami?

n || czwoérkami | tréjkami | széstkami
1 1 1 1
2 2 2 2
3 3 0 3
4 0 1 4
5 1 2 5
6 2 0 0
7 3 1 1
8 0 2 2
9 1 0 3
10 2 1 4
11 3 2 5
12 0 0 0
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Twierdzenie chiiskie o resztach

Twierdzenie

Niech nq, ..., n, bedg liczbami parami wzglednie pierwszymi.
ki, ..., ke dowolnymi liczbami naturalnymi. Uklad kongruencji

N =k (mod n)
N =k, (mod np)

N =k, (mod n,)
ma rozwigzanie N. Dowolna liczba naturalna M jest rowniez

rozwigzaniem tego ukladu konkurencji wtedy i tylko wtedy gdy
M =N (mod NWW(ny,...,n,))
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Niech m = ny...n,, m; = 2. Poniewaz ni, m; sa wzglednie
pierwsze wiec 1stn1e]q uj, v, tak1e, ze nj|uj, mi|v; oraz
ui + v; = 1. Rozwigzaniem uktadu kongruencji jest

N=nmvwv+--+nv

Przyklad: Wyznaczy¢ wszystkie rozwigzania ukladu
kongruencjii n=2 mod4,n=1 mod 3, n=3 mod 7.

W naszym przypadku m =4,nm =3,n3 =17,
m=3-3-7=84,m; =21, my =28 oraz mz = 12.

Poniewaz —5-44+21=1,-9-2+28=1,-5-74+3-21 =1,
wigc mozemy przyjac vi = 21, vp = 28, v3 = 36.
Rozwigzaniem ukfadu kongruenciji jest liczba
2-21+28+3-36 =178 =10+ 2-84. Czyli N spelnia
rozwazany uklad kongruencji wtedy i tylko wtedy gdy

N =10 mod 84.
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